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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Bevezet és a graf én fizik ájába - Tight Binding modell

➠ 2004-ben előállı́totta Novoselov, Geim és csapatuk (Science 306, 666).
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Bevezet és a graf én fizik ájába - burkol ó függv ények

➠ k = K és k = K′-re a TB Bloch-függvények: ΨK(r), ΨK ′(r).

➠ Lassan változó Ψ1(r), Ψ2(r), Ψ3(r), Ψ4(r) burkolófüggvények.

ΨA(r) = Ψ1(r)ΨK(r)− Ψ4(r)ΨK ′(r)

ΨB(r) = iΨ2(r)ΨK(r)− iΨ3(r)ΨK ′(r)

K K ′

A Ψ1(r) Ψ4(r)

B Ψ2(r) Ψ3(r)
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➠ Ĥ a kontinuum modell Hamilton-operátora.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Bevezet és a graf én fizik ájába - Dirac-f éle Hamilton-oper átor

➠ Hamilton-operátor:
Ĥ = τ0 ⊗ Ĥσ ,

τ0 = I2 , Ĥσ = vFσp̂

Ĥσ egy nulla tömeget leı́ró Dirac-féle Hamilton-operátor

➠ Hilbert-tér:
izospin-tér ⊗ pszeudospin-tér ⊗L2

K , K ′ kúpok ⊗ A, B bázisatomok ⊗ Ψi

az izospin és pszeudospin SU(2) algebrát követnek

➠ 2
~
〈σ̂〉 a mozgás irányába mutató egységvektor. Ezt a vektort nevezzük

az elektron kiralitásának.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Az izospin

➠ Kontinuum modellben nincsenek K−K ′ osszcillációk. Ezt a ΨK(r),

ΨK ′(r) bázisfüggvények kódolják.

➠
A hiányosságot az izospinnel

pótoljuk:
iK,K ′ =

1√
2





ΨK(r)

ΨK ′(r)





➠ szabad elektronra: ΨK(r) = eiKr, ΨK ′(r) = eiK
′r

➠ izospin-vektor: ν̂ = 〈iK,K′|τ̂ |iK,K′〉 =









cos(Kr −K′r)

sin(Kr −K′r)

0









az x−y sı́kban

forgó vektor.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Az izospin

➠

Az izospin megválasztása egy S1

szimmetria erejéig egyértelmű:

(a TB hullámfüggvény nem változik)

ΨK(r) −→ ΨK(r)e
iϕ2

ΨK ′(r) −→ ΨK ′(r)e−iϕ2

➠ Ez egy forgatás az izospin-vektoron: ν̂ =









cos(Kr −K′r + ϕ)

sin(Kr −K′r + ϕ)

0









➠

A forgatást egy SU(2) transz-

formációval kompenzáljuk a Dirac-

spinor izospin-terén:
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➠ a Hamilton-operátor invariáns marad bármilyen izospin-téren hatóSU(2)

transzformációra.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Szemiklasszikus k özelı́t ések: sorfejt és ~ hatv ányokban

➠ végtelen grafén minta, egy Dirac-kúp (Ĥσ = vFσp̂)

➠ a hullámfüggvény és Dirac-egyenlet sorfejtése ~ hatványaiban

➠
a ~

0 rendű

hullámfüggvény:
Ψσ =

A(r)√
2





τ1(r)

1



 eiγ(r)eiS(r)/~

γ (r) =
1

2

∫

Γ

dϕ ,

ahol dϕ a pszeudospin elfordulása a Γi

trajektória dl hosszú szakaszán. ⇒ A tra-

jektória mentén változik az elektron kira-

litása.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Szemiklasszikus k özelı́t ések: kvant álási felt étel

A hat ás az E − H
(

∂S(r)
∂r , r

)

= 0 Hamilton-Jacobi egyenlettel de-

finiált, ahol a Hamilton-függvény:

H(p, r) = vF

√

(px(r)− eAx(r))2 + (py(r)− eAy(r))2

➠ A kvantálási feltételt a hullámfüggvény egyértékűsége szabja meg:

1

~

∮

Γj

p dr + γj = 2π
(

nj +
µj

4

)

.

➠ nj pozitı́v egészek,

➠ µj-k a Maslov-indexek (a trajektória Γj-re vett vetületén az érintett

klasszikus fordulópontok száma),
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Köt ött állapotok szemiklasszikus leı́r ása graf énben

P. Carmier, U. Denis:

Berry phase in graphene: Semiclassical perspective,

Physical Review B 77, 245413 (2008);

A. Kormanyos, P. Rakyta, L. Oroszlany, J. Cserti:

Bound states in inhomogeneous magnetic field in graphene:

Semiclassical approach,

Physical Review B 78, 045430 (2008).
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

A peremfelt étel által ános alakja

➠ A Ψ hullámfüggvény a peremen (E ) az alábbi peremfeltételt elégı́ti ki:

M̂Ψ = Ψ , ahol M̂ = M̂ † , M̂ 2 = Î

➠ a legáltalánosabb alak: M̂ =
3
∑

i,j=0

(τi ⊗ σj)cij

Felt ételek:

➠ a peremre merőlegesen nem folyik áram: IE = 0

➠ elektron-lyuk szimmetria

Ezek a feltételek csökkentik a független cij együtthatók számát.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

A peremfelt étel által ános alakja

➠ Az előző feltételek és egyéb TB megfontolások alapján:

M̂ = sin Λ (τ0 ⊗ σz) + cos Λ (ν̂τ ⊗ n̂σ)

• cikk-cakk perem: ν̂||ẑ, n̂||ẑ, Λ = 0.

• armchair perem: ν̂ ⊥ ẑ, n̂ ⊥ ẑ, n̂ ⊥ n̂E , Λ ∈ R.

➠ Armchair perem esetében id őtükr özésre invari áns rendszerre Λ =

0, egyébként határozatlan.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

A reflexi ó mechanizmusa: armchair perem eset ében

Az i± izospin bázis: 〈i±| τ |i±〉 = ±ν̂

M̂ mátrix i± = 1√
2

(

e−i
ϕ
2

±ei
ϕ
2

)

izospinű

sajátvektorai: M̂Z± = Z±

Z± = i± ⊗ 1√
2
( 1
±̺ ) , ̺ = 1−sin Λ

cos Λ

➠ A határfeltételt kielégı́tő hullámfüggvény:

Ψ± = η±Z±eikx = i± ⊗
(

Ψbe
σ + r̂±Ψki

σ

)

eikx

Ψbe
σ =

1√
2





eiα

1



 , Ψki
σ =

1√
2





e−iα

1





➠ a megfelelő hullámfüggvénynek határozott izospinje van⇒ az izospin

megmarad a reflexió során. Meghatározható r̂± és η±.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Reflexi ós f ázistol ás Λ = 0 esetben

➠ időtükrözésre invariáns rendszer esete: r̂± = Exp
(

i∆Φ±
E
)

∆Φ+
E = γE + Θ

(

− pMx
|pMx |

∣

∣

∣

E

)

π , ∆Φ−
E = ∆Φ+

E + π

➠ γE a pszeudospin elfordulási szöge. Ugyanaz a geometriai jelentése

mint a Berry-fázis szerű γ fázisnak a szemiklasszikus formalizmus-

ban.

γE =







α a)

α− π b)
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Reflexi ó-mátrix

➠ Reflexiós-mátrix: R̂ =





r̂+ 0

0 r̂−



. A

mátrixelemek leı́rják a szórást az i± izospin

bázisok között.

R̂ i+ i−

i+ R̂11 R̂12

i− R̂21 R̂22

➠ Több perem esetében az eredő fázistolásokat az azonos izospin bázisba

traszformált reflexió-mátixok szorzatának sajátértékei határozzák meg.
➠ például: grafén cső

R̂(2) = ÛR̂(E2)Û+R̂(E1)




i+E1

i−E1



 = Û





i+E2

i−E2
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Armchair cs ő gyenge m ágneses mez őben

➠ Λ = 0, azaz időtükrözésre invariáns perem-

feltétel közelı́tés.

➠ Szabad elektront leı́ró izospin közelı́tés.

(ΨK(r), ΨK ′(r) sı́khullámok)

F (τ ) = S(τ)
~

,

τ± a fordulópontok

➠ E1 és E2 pályák:

4(F (τ+)− F (τ−))− π = 2nπ

➠ B pályák:

2(F (τ+)−F (τ−))± 2
3π = 2nπ

➠ LL pályák:

2(F (τ+)− F (τ−)) = 2nπ

A reflexiók 2
3
π fázisát nem lehet szétbontani az egyes peremek járulékaira.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Armchair cs ő spektruma gyenge m ágneses mez őben
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0
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k

E
n(k

)

Y+R
c
=0 Y−R

c
=0 Y+R

c
=W Y−R

c
=W

B

LL
E2E1

[k] = 1/W ,

[En(k)] = ~ωc.

En(k)-t és k-t a

K pont értékeitől

mérjük.

vonal: TB modell spektruma,

pontok: szemiklasszikus spektrum.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Elektronf ókusz álás

➠ C.W.J. Beenakker és munkatársainak 2DEG-ben végzett számolásai

alapján grafénben is fókuszálási csúcsok. (PRB 39, 12 (1989))

➠ A pontkontaktusok között a cső módusai szállı́tják az áramot.

➠ Különbséget várunk cikk-cakk és armchair cső között.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Elektronf ókusz álás: konduktancia TB modellel sz ámolva

Cikk-cakk cső esetében eltűnnek a magasabb rendű csúcsok.

armchair →
függőlegesek:

szemiklasszikus

csúcsok

cikk-cakk →

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

1

2

B/B
focus

T
(B

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

1

2

B/B
focus

T
(B

)

(b)

(a)

peremek fázistolásai:

armchair: ∆Φ±
E = γE + ∆φ±

E
cikk-cakk: ∆Φ±

E = γE + ∆φ±
E∓ξmnα

ξmn a cikk-cakk peremre jellemző adat.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Összefoglal ás

➠ Az izospinhez szemléletes értelmezést társı́tottunk.

➠ Kidolgoztuk az elemi gerjesztések szemiklasszikus leı́rására alkal-

mas formalizmust.

➠ C.W.J. Beenakker és munkatársai által megadott peremfeltétel mátrixot

felhasználva leı́rtuk a reflexiók klasszikus mechanizmusát.

➠ Az eredmények lényegesek a peremekkel rendelkező grafén minta

fizikai folyamatainak leı́rásához.
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

Peremállapotok er ős m ágneses mez őben

➠ Mennyire tér el a Λ = 0-val közelı́tett spektrum az egzakt spektrumtól?

➠
Kı́gyó-állapotok:
L. Oroszlány, P. Rakyta, A. Kormányos, C.J. Lam-

bert, J. Cserti, Phys. Rev. B 77, 081403(R) (2008).

➠ Kontinuum modellben a kı́gyó-állapotok spektruma megegyezik aΛ =

0 peremfeltétellel felı́rt peremállapotok spektrumával egy kétszeres

degeneráció erejéig =⇒ TBE(B & 0) ≈ TBSnake.

KE(B & 0) ∼= KSnake ≈ TBSnake ?≈? TBE(B > 0) ≈ KE(B > 0)

K - kontinuum modell, TB - Tight Binding

E - peremállapot (edge state), Snake - kı́gyó-állapot
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Peremeffektusok szemiklasszikus értelmezése grafénben Rakyta Péter

A kı́gy ó-állapotok és perem állapotok spektrum ának átlagos elt érése

2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2
−5

−4.5

−4

−3.5

log(L
B
/r

C−C
)

lo
g(

∆E
)

5
4

3

1

2

LB
rC−C

∼ 1
B ,

LB a mágneses hossz.

1, 2, 3, 4, 5:

különböző

vastagságú csövek

A spektrumok átlagos eltérése:

∆E(LB)

∆E0
=

(

LB

rC−C

)−ν

ν ≈ 1.13, ∆E0 ∼ O(0.1)~ωc

Λ = 0 jó közelı́tés akár erős

mágneses mezőben is (B <

150 T csak (1−2)% átlagos

eltérés)
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